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41ε Άζκεζε 

 

Δίνεηαι ζςνάπηηζη f δύο θοπέρ παπαγωγίζιμη ζηο  0,  για ηην οποία ιζσύει όηι:  

●       f x xf x f x    για κάθε x 0   

●     f 0 f 0 0    

●   f 1 2   

 Να αποδείξεηε όηι:  

α)    f x xf x   για κάθε x 0  . 

β)  f x 0  για κάθε x 0 . 

γ) η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα και κςπηή ζηο  0, . 

δ)    
x x
lim f x lim f x
 

     

ε) Υπάπσοςν  1 2x ,x 0,1  ηέηοια, ώζηε    1 2f x f x 4     

ζη)     
2

0
4 f x dx 2f 2   

δ)  
1

2

0
xf x dx 2   

ε)    
1

2

0
x 1 f x dx 2    

 

Σηέλιορ Μισαήλογλος 
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Λύζε 
 

α) Έζηω      g x f x xf x , x 0   . Είναι              g x f x f x xf x f x f x 0 g 0,         1  . 

   Για κάθε x 0  είναι        g x g 0 0 f x xf x     . 

 

β) Για κάθε x 0  είναι              
2 2 2x x x

2 2 2f x xf x f x xf x 0 e f x e xf x 0 e f x 0
  

 
           

 
 

 

   Θεωπούμε ηη ζςνάπηηζη    
2x

2h x e f x , x 0


   . Είναι    h x 0 h 0,   1  , οπόηε για κάθε x 0  

   είναι        
2x

2h x h 0 e f x 0 f x 0


      . 

 

γ) Για κάθε x 0  είναι      f x xf x 0 f 0,    1 . 

   Για κάθε x 0  είναι              f x xf x f x f x xf x f x 0 f 0,          3 . 

 

δ) Η εθαπηομένη ηηρ 
fC  ζηο x 1  έσει εξίζωζη        y f 1 f 1 x 1 y f 1 x 1 2          

   Επειδή η f είναι κςπηή ζηο  0,  βπίζκεηαι πάνω από κάθε εθαπηομένη ηηρ ζηο διάζηημα αςηό εκηόρ  

   ηος ζημείος επαθήρ ηοςρ, άπα     f x f 1 x 1 2    (1) 

   Είναι    f 1 f 1 2    και   
x
lim f 1 x 1 2


        , οπόηε από ηην (1) είναι  
x
lim f x


   . 

   Για κάθε x 0  είναι    f x xf x   . Επειδή   
x
lim xf x


      είναι και  
x
lim f x


     

      Για κάθε x 0  είναι    f x xf x   . Επειδή   
x
lim xf x


      είναι και  
x
lim f x


     

ε) Λόγω ηος Θ.Μ.Τ. για ηην f ςπάπσοςν 1 2

1 1
x 0, , x ,1

2 2

   
    
   

 ηέηοια, ώζηε 

    
 

 1 1

1
f f 0

12
f x f x 2f

1 2

2

 
 

       
 

 και  
 

2

1
f 1 f

1 12
f x 2 2 f 4 2f

1 2 2

2

 
                 

    
  

   Είναι    1 2

1 1
f x f x 2f 4 2f 4

2 2

   
        

   
. 

 

ζη) Επειδή ζηη ζσέζη     f x f 1 x 1 2    η ιζόηηηα ιζσύει μόνο για x 1  , έσοςμε: 

           

2
2

2 2 2

0 0 0

0

x
f x dx f 1 x 1 2 dx f x dx f 1 x 2x

2

  
             

  
     

       
2

0
f x dx f 1 2 2 4 4      

   Για κάθε    
f

0 x 2 f x f 2   
1

 και επειδή η ιζόηηηα ιζσύει μόνο για x 2  , είναι: 

             
2 2 2

0 0 0
f x dx f 2 dx f 2 2 0 f x dx 2f 2         

 

δ) 1ος ηρόπος 

   Επειδή για κάθε x 0  είναι    f x xf x   και  f x 0  , ιζσύει όηι      2f x f x xf x   . 

   Επειδή ζηη ηελεςηαία ζσέζη η ιζόηηηα ιζσύει μόνο για x 0 , έσοςμε:  

          
   

1
2 2

1 1 1
2 2

0 0 0

0

f x f 1
xf x dx f x f x dx xf x dx 2

2 2

 
     

 
     
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     2ος ηρόπος 

    Για κάθε        
f

2 20 x 1 f x f 1 2 f x 4 xf x 4x        
1

 και επειδή η ιζόηηηα ιζσύει μόνο για  

    x 1  , είναι:      
1 1 1 11

2 2 2 2

00 0 0 0
xf x dx 4xdx xf x dx 2x xf x dx 2            

 

ε)
 

       
1 1 1

2 2

0 0 0
x 1 f x dx 2 x f x dx f x dx 2      

 

   
Για κάθε x 0  είναι        2f x xf x x f x xf x     και επειδή η ιζόηηηα ιζσύει μόνο για x 0   

   έσοςμε:          
1 1 1 112 2

00 0 0 0
x f x dx xf x dx x f x dx xf x f x dx             

        
1 1

2

0 0
x f x dx f x dx f 1 2     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


